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Klucz odpowiedzi do zadan zamknietych

Schemat oceniania zadan otwartych

Zadanie 26. (0-2)

Rozwigz nieroéwnos¢ x2 + 2x < 3(2x — 1).

Przykladowe rozwiazanie
x> +2x<3(2x—-1)
x> +2x <6x—3
x2—4x+3<0
Obliczamy pierwiastki trojmianu kwadratowego x? — 4x + 3.
A= (-4)2-4-1-3=4

4-2 4+2
=g Ehnp=5=3

Szkicujemy wykres trojmianu kwadratowego y = x? — 4x + 3,

¥

a
2

4

z ktorego odczytujemy zbiér rozwigzan nierdwnosci

x €(1,3)

Schemat oceniania
ZAAJACY OLIZYTIUJE ......c.vvviieiiiiie ettt ettt ettt e skttt e e ettt e e e e bbbt e e e eabb e e e e eabbe e e e e anbbeeeeensbeeeeannes 1p.
gdy

e obliczy lub poda pierwiastki trojmianu kwadratowego: x; = 1, X, = 3 i na tym zakonczy lub
btednie poda zbior rozwigzan nier6wnosci,
albo

e popemni blad rachunkowy przy obliczaniu wyroéznika lub pierwiastkow trojmianu kwadratowego
(ale otrzyma dwa rozne pierwiastki) i konsekwentnie do popetnionego btedu rozwiaze nier6wnos¢.
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ZiAAJACY OLIZYIMMUJE ......ooeeiiiiiiiiiii e e e e ettt e e e e e et r e e e e e s s s e e e e e e e e e s s an s b b eeeeeaeaesaannnnrneeeeaeessannnnns 2p.
gdy

e poda zbior rozwigzan nierdéwnosci: x € (1,3) lub (1,3) lub (x =1 ix < 3),

albo

e poda zbior rozwigzan w postaci graficznej z poprawnie zaznaczonymi koncami przedziatow.

: . : . &

Z 0 1 2 3 4 5

Zadanie 27. (0-2)
Rozwigz rownanie (2x —1)(x3 +8)(x2+9) =0.

Przykladowe rozwigzanie

Lewa strona réwnania jest iloczynem trzech czynnikow (2x — 1), (x3 + 8) oraz (x? + 9). Zatem
iloczyn ten jest rowny 0, gdy co najmniej jeden z tych czynnikow jest rony 0, czyli

2x—1=0 lub x*+8=0 Ilub x*+9=0

. . , . . 1
Rozwigzaniem réwnania 2x — 1 = 0 jestx = >

Rozwigzaniem rownania x> + 8 = 0 jestx = /-8 =—2.

Roéwnanie x2 +9 = 0 nie ma rozwigzan, gdyz dla dowolnego rzeczywistego x liczba x? + 9 jest
dodatnia.

Réwnanie (2x — 1) (x3 + 8)(x? + 9) = 0 ma dwa rozwigzania rzeczywiste:

X € {%,—2}.

Schemat oceniania
2 B IO 110 A 1110 [P PP PPPRP PP 1p.
gdy

e zapisze trzy rownania 2x—1=0 lub x3+8=0 lub x*+9 =0,

albo

e wyznaczy poprawnie (lub poda) rozwigzania dwoéch z trzech rownan 2x — 1 =01lub x> +8 =10
lub x>2+9=0

i na tym zakonczy lub dalej popelnia biedy.

ZdAJACY OLIZYTIUJE ......c.vvviieiiiiiie ettt ettt ettt ettt e e sttt e e e et et e e et bb e e e e aabb e e e e eabbe e e e e antbeeeeansbeeeeennes 2p.

gdy wyznaczy wszystkie rozwigzania x = % ,X = —2.

Uwagi

1. Jezeli zdajacy poda wlasciwe rozwigzania rownania bez rachunkow lub uzasadnienia, to
otrzymuje 2 punkty.

2. Jezeli zdajacy poprawnie wyznaczy rozwigzania rownania, ale w odpowiedzi poda niewtasciwg

odpowiedz, np. x € R — {% —2}, to otrymuje 1 punkt.



Str.4

Zadanie 28. (0-2)

Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich x i y prawdziwa jest nieréwnos¢

X y
Sz (1- ;)
Przykladowe rozwiazanie
Nieré6wno$¢ mozemy przeksztalci¢ rownowaznie
X y
Sz (1- ;)
4
X, Y
y X
x? = 4xy — 4y?

x2 —4xy +4y2 >0
(x=2y)2>0

Ta nier6wnos¢ jest prawdziwa dla dowolnych liczb rzeczywistych x i1y, wiec w szczegdlnosci rowniez
dla liczb dodatnich.

To konczy dowad.

Schemat oceniania

2 B IO 110 A 1111 [T PP P PP PPPRT PP 1p.
gdy zapisze nierébwno$¢ w postaci x? — 4xy + 4y? > 0 i na tym zakonczy lub dalej popetnia biedy.
ZAaJaCy OFZYIMIUJE ........uoi ittt ettt e et e e e ab e e e be e e sabe e e ssb e e e sbbeesnbeeesaneeas 2p.
gdy przeprowadzi pelne rozumowanie.

Uwagi

1. Jezeli zdajacy sprawdza poprawnos¢ nierownosci dla wybranych warto$ci x oraz y, to otrzymuje
0 punktow.

2. Jezeli zdajacy doprowadzi nieréwnoéé do postaci (x — 2y)? > 0, ale poda niepoprawne
uzasadnienie prawdziwosci tej nierownosci (Np. ,, liczba ta jest zawsze dodatnia”’), to otrzymuje
1 punkt.

3. Jezeli zdajacy przeprowadzi poprawne rozumowanie, ktore zakonczy zapisem (x — 2y)? > 0, to
otrzymuje 2 punkty.
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Zadanie 29. (0-2)

W réwnolegtoboku ABCD poprowadzono odcinek KM. Punkt M jest $rodkiem odcinka AB, punkt K
lezy na odcinku CD oraz 2|DK|=|KC| (zobacz rysunek). Uzasadnij, ze stosunek pola trapezu AMKD
5

do pola trapezu MBCK jest roéwny =
D K C
A M B

Wprowadzmy oznaczenia tak, jak na rysunku.

Przykladowe rozwiazanie

1
Pamkp = §(|AM| + |KD|) - |KE]|

1
Pypck = §(|MB| + |CK|) - |[KE|

Zapiszmy pola trapezéw w zaleznosci od a oraz h.

p _1(1 +1 ) h—S B
AMKD_ZZa 3a = a

p _1(1 +2 ) h—7 b
MBCK_ZZa 3a = a

Wyznaczmy stosunek pol trapezdw.

> h
Pamkp :ﬁa :E
Pupck lah

12
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Schemat oceniania
ZAaJACY OLIZYTIUJE ..........oviiiiitiiie ittt e ettt e s s e e s st e e e s e e e s e e e 1p.

gdy zapisze pole jednego z trapezow AMKD lub MBCK uwzgledniajac stosunek podziatu obu
podstaw, np.

1(1 1 1(1 2

PAMKD=E(Ea+§a)'h a|b0 PMBCK:E(Ea+§a)'h

i na tym zakonczy lub dalej popetnia bledy.

ZAaJACY OLIZYTIUJE .........evvieeiiiiiie ittt ettt e ekt e e ettt e s s e e e et e e e e e e e e e nereeeeenees 2p.

gdy przeprowadzi pelne rozumowanie.

Zadanie 30. (0-2)

Ze zbioru liczb naturalnych trzycyfrowych losujemy jedng liczbg. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze
suma cyfr wylosowanej liczby jest rowna 5.

Przykladowe rozwigzanie
Zbior zdarzen elementarnych Q, to zbior wszystkich liczb naturalnych trzycyfrowych.
Q ={100,101,102, ...,999}
|Q =900
Oznaczmy przez A zdarzenie polegajace na wylosowaniu liczby, ktérej suma cyfr wynosi 5.
A = {104,140,113,131,122,203, 230,212,221,302,320,311,401, 410,500 }

|A] =15
Obliczamy prawdopodobienstwo korzystajac z definicji klasycznej prawdopodobienstwa.
Al
P(A) ==
Q|
15
P(A) = —
@ 900
1
P(4) = —
A==
Schemat oceniania
ZdAJACY OLIZYTIUJE ......c.vvviieiitiieee ettt ettt ettt e kbt e e ekttt e e ettt e e ek bb e e e e asbb e e e e eabbe e e e e annbeeeeansbeeeeannes 1p.
e gdy zapisze liczbe wszystkich zdarzen elementarnych |Q] = 900 ,
albo
e gdy wypisze wszystkie zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniu A,
albo

e gdy zapisze liczbe zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A, |A| = 15,

ZAAJACY OLIZYTIUJE ......cvvviieiiiiie ettt ettt ettt e ekttt e sttt e e e ek et e e e bbbt e e e aabb e e e e e abbe e e e e anbbeeeeansbeeeeennes 2p.
15 1

gdy wyznaczy prawdopodobienstwo zdarzenia P(A4) = 500 = oo
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Uwagi

1. Jezeli zdajacy poda prawdopodobienstwo zdarzenia A wigksze od 1, to za cate zadanie
otrzymuje Op.

2. Jezeli zdajacy pominie jedno zdarzenie sprzyjajace zdarzeniu A i otrzyma P(A) = % , to
otrzymuje za cate rozwiagzanie 1p.

3. Jezeli zdajacy zapisze, ze |Q| = 899 iotrzyma P(A) = 81% , to otrzymuje za cate rozwigzanie 1p.

Zadanie 31. (0-2)

Suma trzech poczatkowych wyrazéw a; + a, + a; ciggu arytmetycznego (a,,) jest 0 18 wigksza od
sumy a4 + as + ag. Wyznacz réznice r tego ciggu.

Przykladowe rozwigzanie

Sposéb I
a,+a,+az3—18=a, +as + ag
a,+a,+r+a+2r—18=ay+3r+a; +4r+a,; + 5r
3a; +3r—18 = 3a, + 12r
—9r =18
r=-2
Sposéb I
S3 —18 =55 — S3
25; —18 = S,
2_2a1+27‘_3_ :2a1+57‘_6
2 2

(2a, +2r)-3—-18 =(2a, +57) -3
6a, + 6r — 18 = 6a, + 157
—9r =18

r=-2

Schemat oceniania
ZAAJACY OLIZYTIUJE ......c.vvviieiiiiie ettt ettt ettt e ettt e e s ab et e e et bt e e e e aabb e e e e aabb e e e e e abbe e e e e antbeeeesnnreeeeannes 1p.
e Qdy zapisze roéwnanie np.

a,+a+r+a;+2r—18=a,+3r+a, +4r +a, +5r

lub 2-2“12—”-3—18=

2a,+57r

6,

z ktérego mozna wyznaczy¢ roznicg ciaggu i na tym zakonczy lub dalej popetnia btedy
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albo

e gdy zapisze uktad warunkow, z ktérych mozna wyznaczy¢ roznicg ciagu i na tym zakonczy lub
dalej popelnia biedy.

2 b T 110 A 1111 [T O PP PP PRT PP 2p.
gdy obliczy r = —2.

Zadanie 32. (0-4)
Punkty 4 = (—1,32) oraz B = (4,6) naleza do wykresu funkcji £ (x) = —x? + bx +c.

Wyznacz wartosci liczbowe wspotezynnikéw b i ¢. Dla wyznaczonych warto$ci b oraz ¢ wyznacz
pole trojkata, ktorego wierzchotkami sg punkty przeciecia wykresu funkcji f z osiami uktadu
wspotrzednych.

Przykladowe rozwiazanie

Punkty A = (—1,3%) oraz B = (4,6) nalezg do wykresu funkcji f(x) = —%xz + bx +c, wigc
spetiony jest nastgpujacy uktad rownan

1 1
= __.(—-1)2 (—
32 2(1) +b-(-1)+¢c

1
6=—§-42+4b+c

sio 1o,
2° 72 ¢

6=-8+4+4b+c
{4 =-b+c
14 =4b+c
{ c=b+4
14=4b+b+4
{c =b+4
5b =10
{c =6
b=2
zatem f(x) = —%xz + 2x + 6.
Obliczamy wspoétrzedne punktow przeciecia wykresu funkcji f z osiami uktadu wspotrzednych:

e 7 o0sig odcigtych:

1
A=22—4-(——) 6 =16
2
VA= 4
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Punktami przecigcia wykresu z osig odcietych sa: K = (—2,0) oraz L = (6,0).
e 7 0sig rzednych:
f(0) = —%-(0)2 +2:0+6
f0) =6
Punkt przeciecia wykresu z osig rzednych, to M = (0, 6).
Obliczamy pole trojkata KLM.

|KL| = 6 = (=2)
|KL| =8
h=6

Schemat oceniania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego rozwiazania
P2 Lo b= oL - AR OPROUSPI 1p.

Zdajacy zapisze poprawnie uktad dwoch réwnan, ktérego rozwigzanie doprowadzi do wyznaczenia
wartosci b i c.

Rozwigzanie, w Ktorym jest istotny poStep .............ccceiiiiiiiiiiiiiii e 2p.
Zdajacy poprawnie wyznaczy warto$ci {IC) i g .

Pokonanie zasadniczych trudno§ci zadania ...................ccooiiiiiiiii e 3p.
Zdajacy

e poprawnie wyznaczy wspotrzedne punktow przeciecia wykresu funkcji f z osiami uktadu
wspotrzednych K = (—2,0), L = (6,0), M = (0, 6),

albo

e poprawnie wyznaczy wspotrzedne dwoch sposrod trzech punktow przeciecia wykresu funkcji
f z osiami uktadu wspotrzednych oraz dla wyznaczonych wspotrzednych obliczy pole trojkata.

ROZWIQZANie PeINe.............oooiiiiiii e 4p.

Zdajacy obliczy pole trojkata P = 24.
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Uwaga

Jezeli zdajacy popelni btad merytoryczny przy wyznaczaniu wspotczynnikoéw b i c, to za cale

rozwiazanie otrzymuje maksymalnie 2p.

Zadanie 33. (0-4)

W trojkacie ABC miara kata przy wierzchotku B jest rowna 90°, a wierzchotek A = (5,2). Punkty
B i C leza na prostej o rownaniu y = 3x + 6, przy czym punkt C nalezy réwniez do osi odcigtych
uktadu wspotrzednych. Wyznacz wspodtrzgdne wierzchotkow B i C oraz pole tego trojkata.

Przykladowe rozwiazanie

Punkt B jest punktem przecigcia prostej k: y = 3x + 6 oraz prostej do niej prostopadtej przechodzacej

przez punkt A.

Wyznaczamy wspoétrzedne punktu C.

C=(-20)

Wyznaczamy réwnanie prostej AB. Wspodtczynnik kierunkowy tej prostej to a = — %

= x4

Wyznaczamy wspotrzedne punktu B rozwigzujac uktad rownan

1 2

y=—sx+3=

3 3
y=3x+6
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I sposob obliczenia pola trojkata

Obliczamy dhugos¢ przyprostokatnej BC.

1BC| = <2+7)2+(0 39)2
B 10 10

\BC| = ( 13)2+( 39)2_ 1690
- 10 10/ | 100

_13V10
10

|BC|

Obliczamy dhugos¢ przyprostokatnej AB.

|AB| =\/<5 +%)

4B = (57)2+( 19)2_ 3610
—J\10 10/ .| 100

1910
10

10

|BC| =

Opbliczamy pole trojkata ABC.
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1
P ="|4B| - |BC]
1 19V10 13V10

2 10 10

Il sposéb obliczenia pola trojkata

1
P = > |(xp = x0) Ve — ¥a) — W — ya) (xc — x)|

P:%|(—1—70—5)(0—2)—(3%—2)(—2—5)|
114 133

1
P:E|10 HET)

P =12,35

Schemat oceniania

Rozwiazanie, w ktérym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego rozwigzania

p4: Yo - L T L PP PR PR PPPOPR 1p.
Zdajacy

e zapisze, ze wspotczynnik kierunkowy prostej AB to a = — %

albo

e wyznaczy wspotrzedne punktu € = (—2,0)

i na tym zakonczy lub dalej popetnia btedy.

Rozwiazanie, w Ktorym jest iStotny POSEEP ..........cccvvviiiiiiiiiiiiiiiiii e 2p.

Zdajacy wyznaczy wspOtrzedne wierzchotka C = (—2,0) oraz zapisze uktad rownan pozwalajacy

1 2
wyznaczy¢ wspotrzedne punktu B, np. {y =—3x 33
y=3x+6
i na tym zakonczy lub dalej popetia btedy.
Pokonanie zasadniczych trudno§ci zadania ...................ccooii i 3p.

Zdajacy
e wyznaczy wspotrzedne wierzchotkow € = (—2,0) i B = (—%, 3 110) ,
albo

e popelni blad rachunkowy na dowolnym etapie tozwiazania i z tym bledem doprowadzi
rozwigzanie do konca

ROZWIQZaNie PeINe..............ooiiiiiiii e 4p.

Zdajacy wyznaczy wspOtrzedne wierzchotkow € = (—2,0) i B = (—%, 31%) oraz obliczy pole
trojkata P = 12,35.
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Zadanie 34. (0-5)

Podstawg graniastostupa prostego jest trapez prostokgtny ABCD, w ktorym |BC| =4, |DC| =6,
|«BAD| = |&ADC| = 90° oraz |ABC| = 60° (rysunek ponizej). Krotsza przekgtna graniastostupa
AC’ ma dlugo$é 4+/7. Wyznacz pole powierzchni catkowitej oraz objeto$é graniastostupa.

Przykladowe rozwiazanie

Wykonujemy pomocniczy rysunek podstawy ABCD i wprowadzamy oznaczenia tak jak na rysunku.

D 6

N| =
SR

x =2
Obliczamy pole trapezu ABCD (podstawy graniastostupa).
|AB| =8, |AD| = 2V3, P, =§- (IAB| + |CD|) - |AD|, wiec

1
Pp=§-(8+6)-2\/§

P, = 14V3
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Rozwazmy trojkat prostokatny ACC’ (rysunek ponizej).

|AC|?> = |AD|? + |DC|?
AC)? = (2V3)” + 62
|AC|? = 48
|AC| = 43
Obliczamy dtugo$¢ odcinka CC’, ktora jest wysokoscig H graniastostupa.
|AC'|? = |AC|* + |CC'|?
(4v7) = (4v3)" +|cC?
112 = 48 + |CC'|?
lcC'| =V64 =8
H=28
Obliczamy pole powierzchni bocznej graniastostupa.
P, = (IAB| + |BC| + |CD| + |DA|) - H
P,=(8+4+6+2V3)-8
P, = 144 4+ 16V3
Obliczamy pole catkowite graniastostupa.
P,=2-P,+ P
P.=2-14V3 + 144 + 16V3
P, = 443 + 144
Obliczamy objetos$¢ graniastostupa.
V=P,-H
V=14V3-8
V =112V3
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Schemat oceniania

Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego rozwigzania
p4: 1o b L0 T B PP P PO PRPPPOPRN 1p.

Zdajacy

e obliczy |[EB| =2

albo

e obliczy |CE| = |AD| = 2v/3

i na tym zakonczy lub dalej popetnia bledy.

Rozwigzanie, w Ktorym jest istotny POStEP ............ocoiiiiiiiiiiiiii e 2p.
Zdajacy
e obliczy pole podstawy graniastostupa B, = 14+/3

albo
e obliczy dlugo$é odcina |AC| = 4+/3

i na tym zakonczy lub dalej popetnia bledy.

Pokonanie zasadniczych trudno§ci zadania ..................ccooii i 3p.
Zdajacy

e obliczy pole podstawy graniastostupa B, = 14+/3 oraz dtugos¢ odcinka |AC| = 4+/3

albo
e obliczy dlugo$¢ wysokosci |CC'| = 8

i na tym zakonczy lub dalej popetnia bledy.

Rozwiazanie prawie Pelne..............cccoiiiiiiiiiiiii e 4p.
Zdajacy

e obliczy P. = 443 + 144,

albo

e obliczy V = 112+/3.

ROZWIQZaNie PeIe..............oooiiiiii e 5p.

Zdajacy obliczy P, = 44+/3 + 144 oraz V = 112+/3.

Uwaga.

1. Jezeli zdajacy realizuje strategi¢ rozwigzania i popetnia jedynie btedy rachunkowe, to moze
otrzymac¢ 4 punkty, o ile popelnione bledy nie ulatwiajg rozwazanego zagadnienia na zadnym
etapie rozwigzania.

2. Jezeli zdajacy popelnia blad merytoryczny w wyznaczeniu dlugosci bokoéw podstawy (np.
niewlasciwa funkcja trygonometryczna kqta 60°) i doprowadza rozwigzanie do konca, to za cale
rozwigzanie moze uzyska¢ maksymalnie 3 punkty.

3. Jezeli zdajacy popetnia btad w wyznaczeniu dtugosci odcinka AD oraz otrzyma takg dtugose, dla
ktorej nie istnieje trdjkat prostokgtny ACC’, to za cale rozwigzanie moze uzyska¢ maksymalnie
1 punkt.





